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la,blcR ARALIGININ ?ARGALANB? VE
RIEMANN TOPLAM!

“ f: {a bl+R stirekli bir fonk5|yon olsun Bu
| [a,b] kapall araliginda a=x;<x;<X;...<x,=h
‘ olmak tzere n+1 nokta.alalim. Bu n+1
noktanin 0lu$turdugu,kumeye
P=[a=X,<X,<X,..<X,=b kiimesine [a,b]
 kapali araliginin parcalanisi denir.

Bir [a,b] kapali aralifinin herhangi bir P
pargalanisinda [xo.x:] ya birinci alt aralik
[x1.xz] ye ikinci alt arahk [xe: %] ya k. alt

~aralik denir . Bu araliklarin uzunluklari

| Xk =Xk -Xk-1 olur ve bu araliklardan en

| buyudine P parcalanisinin normu denir

I lIpllite gasterilir.

| Eger aralik boylarinin hepsi esit ise

| pargalanisa diizgiin pargalanis denir.

ALT TOPLAM ,UST TOPLAM VE RIEMANN
ALT TOPLAM

a3 e - m— —

i y=f(x) fonksiyonunun alt klsm:nda 0Iu$an

| n tane dikddartgenin alanlari toplamina alt
| toplam denir (A7). Sekliinceleyiniz

_ UsT TOPLAM

- y=f(x) fonksiyonunun (st kisminda

' olusan n tane dikdértgenin alanlari
toplamina Ust toplam denir (U-). Sekli

I inceleyiniz
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atil Ko Anlaiin

RiEMANN  TOPLAMI :

Simdi her arahiktan bir reel sayl alalim ve

k. araliktan aldigimiz bu sayiy! b ile

gosterelim. iste her alt araliktan alinan

bu x, sayilari igin f{x_*))};x# sayllarinin
e

toplamina , yanth[X,]Ax, toplamina,

k=1
Riemann toplamr (Ry) denir.

Alan=f(x,).Ay,

(\

| araliklar kiigildukge , egri altinda kalan

| toplaminin yaklastigi

Riemann toplaminin Ax sayilari ve P
parcalanisina bagh oldugu agiktir,
Sekilleri inceleyiniz. )

a b

[a,b] aralifinin P parcalanisindaki

dikdortgenlerin alanlarinin toplaminin f
fonksiyonun grafigi ile x ekseni
arasindaki alana yaklastigint gaérirtuz. Bu
nedenle parcalanisin normu olan||P||
kuculdukce ( baska bir deyisle sifira
vaklastikga ) bu parcalanisa ait Riemann
bir reel sayi

| degerinin , limitinin, olmasini bekleriz.
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RIEMANN TOPLAMI OLARAK BELIRLI
INTEGRALI

| f:la,b]»R bir fonksiyon olsun. P [a,b]

| araliginin herhangi bir parcalanigi ve x,
bu parcalanisa ait [x«.1,x] araliindan
secilen herhangi bir reel sayi olsun.

‘ n.
' Eger |P|=0 igin;,Zf[xL]Axk:L olacak

| sekilde bir LeR sayist varsa P

; par{;alanlsl ve x,sayllarinin segiminden
' bagimsiz olarak f [a,b] arasinda
integrallenebilir ve LeR ye [a,b] de f nin
belirli integrali denir. (bu aralikta y=f(x)
fonksiyonu efer negatif olmuyorsa bu
limit degeri egri ile x ekseni arasinda
kalan alani verir)

|Pl+0 yerinens« ayni sey olarak
dustnudle bilir.Ax=dx, Ax=20
lim

im [ Srlx)ax,

limit degerine y=f(x) fonksnyonunun a'dan

Ozetle )ALEROIUYOI’Sﬂ bu

b ye belirli integrali der ve bunu jf{xldx

a

olarak yazariz. a ve b sayilarma
Il |ntegra|1n alt ve (st Ilmltierl denir

Kisaca Iim
A)g-)U

(fo JA.Xk)._.L. j___flx_

f:[0.4]»R, flx/=x+2fankiyonu ile x=0 dogdrusu
x=2 dogrusu ve x ekseniyle sipirli bélgenin
alanini Riemann toplamiyla bulunuz

[0,4] arah@inin esit bélinmesiyle her bir |

aralik 1=0=-%olarak elde edilir,

mathbaz.com
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Alt toplam

e

n n n n n

i.(zn 2n-2 n):i.[2n+2n—2]=£.[4n—2)=m
n n n n

i (15”_8):16

Ust toplam

=16
n3m

Ve bu sonucla birlikte

(16n+32

A;<R,=U,

oldugu igin 16sRT:f[:x+2)dxs16

J(x+2 dx=16 elde edilir (integral hesabin

temel teoreml ile belirli integralleri Riemann
toplamlarinin limiti yerine baska ve daha kisa
bir ydntemle heaplayacagiz)
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1. ff{x']dx:—jfix]dx
a b

[ 4. [ Ifx]= = * X
\l V b c - b V
5. Jfixjdx= [ fix)dx+ [(x]dx, c<b

Ifx\dx 10, ve fg Jdx=8 ise

rmonl s

- - R W ‘?':] )
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INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERI:
INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMi |

| sinirlarini

1- cikararak) cevap olarak hesaplariz verir.

‘ f:la,bl=>R surekll bir fonkswon ve

—H:( )=t

[xlise jﬂx x = Flb]-Flajolur.

Yanl _ff dxn‘adesml hesaplamak igin

| R|emai1n toplami ile sonuca gitmek

| yerifie f(x) fonksiyonunun ilkeli olan

- F(x) gibi bir fonksiyonda integralin
yazar olusan farkl (F' de Gst
sinir degerinden alt sinir degerini

3
J (X3 +5x—7x+4] dx

Y =3 1
K a2 X I x |
L5 2 2z

2 &
: J.Sil‘]Xd)(:? —(a;x IO (L - ( (U]T\ —C (./7
a ! — T
fﬂx;dx_—3ve fﬂx dx=5ise ff[x ldx=?
- +(O —l) = |/4
- {
j 74“}6; - .-5 ,&,,K; dx= ("QAIJ,({-J el i“
Es
= - ( =3 +5)
2 ﬂ/l
=4 fsmicosxdx-a = ,L (’ (""LX‘) )
-z P galx ’ s
B ;"‘—l- ((Q)Tl —(q) 0) r%_:
':1 -1 1 4
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n2
[ [e>+e*dx=2

Inl
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| defiskene gore sinirlar tekrar |
| hesaplanirsa eski degiskene déntilmeden |
| integral hesaplanabilir I
e

[x—2)2dx="

I
} f)‘l[‘U = i
O FE, B

N —

X -rl/)_ T

_r i ey )l\A)(
B du=caxdyx g g
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o

N
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v o Wex
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2
fx5+x3dx =7
]

T
| j_ G =, gjg_fji"ffg:o

1 i/
5 V)
j dx " Al"crictv\/k J
1+x2 \
dechen !l “arcleat = T B TR
6 by Ity

:[\/_STTTX.COSXCIX:? 0 : S\AX
i dy=camdx
J\; (\(\l X o 1(/{[
o BO Yy
3h Ny Y
R | l:é_lf_fflw 2
o O 3 ke = 3R

j.x.ln(x2+1)dx=?
W= )(2+.l J_u ‘"."))(zl )( X o
. T Y

(U ) |l1
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fonksiyonunun grafigine 7 N
3 1 y=Hx}

gore [Ifix+x.f[x)dx=? 4

E“-?(?‘ﬂlfl;f(:;?ﬁ >

K ) l; 5 035)- 3£0)
b3l = 3 12=23
=

}ﬂ:x)dx:S ise }[T—T[x])dx:?
§ J pdy
L
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'(2)

Z

=,

yZTt y nu reel sayllarda trevli ve x=2
Hlﬁ x‘dx integralinde x=4sint donusumu noktasindaki tegeti x ekseniyle pozitif yonde
45° [ik acl yapiyorsa ve x=3 ekstremum
yaparak tekrar integrali ya2|mz noktalarindan birinnin apisisi ise
x=loed ez oot R, ()= p(2)=0
2 X s
T lode Vot X ’ ) B
VA—tbyd £ Lo AR\ 4 S L0 3 |
A8 Y de = For ]2 ')
jh_ m £ 0 T J(x _’f,lz_L~—¥f
[ Uj‘t‘ ‘{Cﬁf ’ X 2
‘ J “’J‘t}f("’ﬁc((: - Q - | j'{/
[¢] - 1 A
In2 e*
_Dfﬁdxintegralinde u=e* dénisimu
yaparak tekrar integrali yaziniz
poet =i xo0 b
) U1z .y
du y=f(x) fonkiyonunun grafigi . o
=| sekildeki gibidir 3 |— e
! Z4ut of fos*
e ! _ 2
K js'f{x3+x.f (x}dx‘—? SR
w _~
2 ((efedar o
o w & B
s 5 e .
256 - : X {*’\ A s § ('r)_’3 (J)
f ‘3’/ dx mtegralmde x=u'? dénlsuma z J% Fer T 'f ‘F
L x ok
yaparak pgkrar integrali yaziniz (u>0) g . = 5.7~ 3. 9 = 9
7(-;;}‘9,-/7 J,{: tZL.JHr!u. x| l)h(;
2
\ RV,
&
Yo
20
_f[xzw4x—§ﬁdx integralinin alacagi sonug en az
0
{IETIe,. ’ kagtir? . 2 £
A(3,2) noktasinda yerel maksimum ,B(-2,3) x L Q
noktasinda yerel minimuma sahip y=f(x) - 3 =
3

fonksiyonu igin fx.f"[x]dxdeﬁe,:ri-?n}i‘:bulunuZ

£ (N=2 J[(_f): 3 Tf‘-(,}ﬂ_f (~2)=0

J\q ede = : U;J)(

X ‘g\ (% J 4 (x AX
x{(x\«j(,(x\[ = 3500 ‘]42!,#1)@

= (-243= '/0/

R — 7
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GZEL TANIMLI FONKSIYONLARIN INTEGRALI

I s ‘M

i integrandinda parcali fonksiyon veya ‘
mutlak degerli fonksiyon igceren

‘ integraller integralin alindidt sinirlar

_‘ icerisinde kritik nokta igeriyorsa gore

pargaﬁanarak |ntegralfer| alinir.

" f:la, b]aRfonkSJyonu [a b] aralijindaki

bulunan sonlu sayidaki ao,a1,az,...,
I sayllarl icin sireksiz ise bu noktalara
| gore mtegral pargalanlr

Yanl_ff Jdx = _ffx]dx+jf

a,

a,=b
Jdx+..+ [ fx]dx

.y

Bu pargalamayl genelde parcgall
‘ fonksiyonda veya mutlak degerin kritik
| noktasinda ihtiyac duyarsak yapariz

‘ T 2

fix)=|lef" x>0 f(x]d
;x)lxxolseimx -
l [l
(-2 L% _ “
=y 7 =
o
&
z
=
S
y

_ x2 X<2
flx]= 2<x<3fonkSWOHU|g|nffm
X+1 x=3

5L 3 o _
DEe e T (A
3 Yy 7 B

,i + £_7_+t0 =

J b

3x2

flx)= |2x+1 X=0,

x<0

ise ff[x)dx

[t joj& M‘)f‘

1
x=0
flx] Ix+1 oise __|;f[x+2)dx
2 2
%(M l) - Z-X“ x+12.0 xyt
J AL 40 HMO x43 x (-2

7, |
j_3 e LLLHL

m

[ x+2]dx

= j‘ggxntz):Jx

3

[ |x—2]dx
1

; jll{LXHJJ x?’)&-p | j }M_z % }i x
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3
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o5
ot
A

d[* i,
—_— i =72
™ [afslntdt) ? ol

[ismxlﬂ:os [x])dx

ol

< L lxl
j 2 \5“’“{\—{' j.ﬂﬂ-/l -
‘{:T&\AX + J Za) X
T
N o -2 )
Jr;‘ﬁ'll" [i—% _pn X) {‘X’ + J“/b (j wn Y —i_) <X

Reel sayilarda sirekli
olan f fonksiyonunun
tirevinin grafigi ver|I|yor_.

f(3)-f2)=7

. =X+ C
[ 2xad

c=d
(34 )= ud =4z

INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMI Il

:O‘L) .
%{.3\-‘%(2\:

| fia, b]->R surekli bir fonksiyon ve
| Fix)= ff t)dtise —[—DF)[(X (jf(t)dt)_ﬂx]

| yani surekl| her fonksiyon ba§ka bir
fonksiyonun tirevidir. Bagka: pir deyisle
tirev ve integral ;$Iemler| b|rb|r|er|nm
tersi |§Iemlerd|r

—
|
|
|
|
|
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-a;(‘[?tqud,t‘: Yon x

st o (o)

_ GENELLEME (LEIBNIZ KURALI)

ulx!

|

‘ Fix= [ f(t/dt olarak veriisin

D diF)) d [ — .
T dx(v{If[tJdt) Fluix o (x )= flwlx)). v '(x]

X o B S
Fix)= [ e'dt fonksiyonun x=1 noktasindaki
X+1

teget denklemini bulunuz st
_é \ x=1

: B :‘Q_I =M

,-\—«3 F(‘\‘_ j Z {f""‘.—-—,-o — (f{C)CL‘“" 3(‘{6(’

2

{{G)%((—(o)!\{ )MX\\ (n\n x+)mi) WX
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) o (o=l

Yo (e

k &J = e x—er
‘‘‘‘‘ —
3 2
d -
—_ —2
dx[,!tantdt) : Fix)= ft'dtfonkswonun x dénim noktastnin
x+2
1 apsisini bulunuz
Jon w21 x - HdAx P

¥\(x\: xl\lx - ()

\.' 7
V:

[ costdt O L\ M Dﬁjj - l T“;:Ex s
lim | A% = e Fix)=[ te'dt ise F'(1) kagtir?
w2 1) | O 0 §
. | LK
— oy T ‘.T“_L 0 _O ) = %K.t
Ko kT N — =
S LR \ Frem =
L —=
X
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DEGERLENDIRME

5) Jj
1) _i'f{ jdx=10 ve jg x]dxfs*is:(“é'g T
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/f . \ 3 ] CoEE o
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In2
20) j ——;dx integralinde u= et donu;aumu
yaparak tekrar integrali yazmlz “ o
A ond s '\%\_‘:' @ «C'i)( ; X v .-.‘t’”
) : N
J du
| 210"

Y
—
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21) f JX X)cix integralinde x= uB dontsimi
¥x
yaparak tekrar integrali yaziniz
A= U b ) ! ol
Cl\'-_ L'. (i-b 1 ‘ l
)i } (7 / IN
-4 ) b ;,é]vj le-LJgJJu
| ——
J 1 L
: cotlx+mx/ -
—_ i _ i
22) jmdx ?lntegrahnde x=t+ 2 ~
donu5urnu yaparak tekrar integrali yaziniz L
C\f{”(/ )'\T -’-{1 . cE?'LLfl{
L R - AT
. - okt
(¢ e *—““/1) :
ror 1, 4 \ L
Y ‘
|| ™ .):l‘c " _ﬂ/l 0
o\ .

I
..__'

23) y=f(x) fonkiyonu reel sayilarda tirevii ve x=1
noktasindaki tegeti x eksenine paralel ve x=5
deki tegeti y-3x+2=0 dogrusuna dlkse =? r‘(i 0

_fJ—mdxth—tdx {'(’1};;‘

5,
e

\J‘.l \
f’(&} r'h ) R
et T s 2 =2
3y T § T

24) y=f(x) fonkiyonu n grafigi

§eklldekl gibidir
fﬂx]+xf ]dxlntegrahnln

degenm bulunuz

- //
25) _[(2x —6x)dx integralinin alacagi sayisal sonug

en az kactr?

: 3 Y 9 1
9 \/: b | e
. T lr >
. 2
Al
| ~ 22 (23)

] .-l i -
A A ; —
\y-27="3/,
CL | 1+x
26) flx)=lx 1<xg3 fonk5|yonu n;lnj'f Jdx
X— l X>3

3
(¢ po)du 7 |
. Aol

1} ¢ ¢ N !q s = 10

1 1y du L,z (Hlu): ,124_ ) +PrJly, 4

28) _[lezldx jp {"/\'l“"::{ \JZ ? ;

01;4—” g‘L L 31‘ :
== %y,
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3
29) _f X.[x—2|dx

- d2
T 13
< 1
=X X \ 1
™ -l 1
3x ! B :'-"’./j
ERIR T o N
30) [ [sinx|dx- J x4 | =y
: S 5 J“
T m
_ mx\ 4+ Colx ‘
T

—{ ot L)i/ + Cﬂ)”‘ —caT

414 (4\ = J‘_//,f

Ji— —cos de
= [)l\/‘)(‘

31) |

) [ ey mif:\'

x

| [t2+1)dtveriliyor. f fonksiyonunun
is

donim noktasinin apsisi nedir?

33) flx|=

‘%" = (x|

,ft(x\: 1x =0 —x=0

J IS T N
. --\
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36) A(1,2) noktasinda tegeti y eksenine dik
,B(4,7) nokiasinda yerel ekstremuma sahip
4

y=f(x) fonksiyonu igin [ x.f"(x)dx degderini
1

bulunuz .
\ () =3
Sz fl=r W0 Sli=T
vy {
D ¥ (Jv = __![ ) X ,!’ Q(}_ J_P\(X)J‘K
dosdx Ve fla
TR R P SR ol
' = ol =l gl - [ 040
IASRAT L P

‘ —1+L==5y,
37) [-2,4] aralidi Ax—%olacak sekilde n tane
arallga bofunuyor X' K. aral:gln orta noktasi
olm K tizere fim > (3%

| k=1

mtegralle ifade ediniz.

—2x, ).Ax)hmmm

/. -
{“_f)(?_—_y)()c!)(
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