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RİEMANN TOPLAMIRİEMANN TOPLAMI

Hız – zaman graf iğ in in  a l t ında ka lan a lan 
a l ınan yo lu vermektedi r,  Şek i l ler i  ince ley in iz .
Doğrusal  b i r  yo lda hareket  eden k iş i ler in  i lk  2
saat te  a ld ık lar ı  yo lu ,  graf ik ler i  i le  x−ekseni  
arasında ka lan a lan  yardımıy la  bu la l ım.

Bi r inc i  k iş i  4 .2=8 km yol  a lmışt ı r.  İk inc i  
k iş in in  a ld ığı  yo lu  bu lmak iç in  eğr in in  a l t ında 
ka lan a lanı  küçük d ikdör tgenler   yardımıy la  
yak laşık  o larak hesaplayal ım.  İnceley in iz   .  

Ş imdi  bu a lan hesabını  genel leye l im.
RİEMANN TOPLAMI OLARAK BELİRLİ RİEMANN TOPLAMI OLARAK BELİRLİ 
İNTEGRALİİNTEGRALİ

y =  f (x)  sürek l i   b i r  fonks iyon o lmak 
üzere,  f (x)  fonks iyonunun graf iğ i  i le  x  
ekseni  arasında ka lan ve x  =  a i le  
x  =  b doğru lar ın ın  s ın ı r ladığı  bö lgenin 
a lanı
a)  y=f (x)  graf iğ i  doğrusal  b i r  graf ik  
o lduğu zaman üçgen,  yamuk g ib i  
çokgensel  a lan lar ın  yardımıy la
b)  y=f (x)  graf iğ i  doğrusal  b i r  graf ik  
o lmadığı  zaman ise Riemann top lamı  i le  
bu lunur.  (Riemann top lamı  a lanı  bu lmak 
iç in  genel  b i r  yöntem o lup her  tür lü  
graf iğe  sahip  fonks iyonlarda 
ku l lanı lab i l i r  )  R iemann top lamı  
yönteminde,  tanım kümesi  a l t  ara l ık lara  
bö lünür  ve her  ara l ık tan a l ınan  b i r  
sayının  görüntüsü i le  e lemanın  a l ındığı  
ara l ığ ın   boyu  çarpı l ı r.  Son adımda e lde 
edi len  sonuçlar ın  top lamı  hesaplanı r

Riemann top lamının a l t  top lam ve üst  top lam 
o lmak üzere  2 çeş id in i  hesaplayacağız .

ALT TOPLAMALT TOPLAM  

Alan bulunacak  a l t  ara l ık
o lan  [a ,b]  iç in
parça lanış ının  s ın ı r
nokta lar ında,  yüksekl iğ i
eğr in in  a l t ında bulunacak
şeki lde  bel i r lenen
dikdör tgenler in  a lan lar ı  top lamı  Riemann 
a l t  top lamı  o larak tanımlanmışt ı r. (A T )  
(Başka b i r  dey iş le  y=f (x)  fonks iyonunun  
a l t  k ısmında o luşan n tane d ikdör tgenin  
a lan lar ı  top lamına Riemann a l t  top lam 
deni r. )

ÜST  TOPLAMÜST  TOPLAM  

Parçalanış ının s ın ı r
nokta lar ında,  yüksekl iğ i
eğr in in  üstünde
bulunacak şek i lde
bel i r lenen
dikdör tgenler in  a lan lar ı
top lamı  Riemann üst  top lamı  o larak 
tanımlanmışt ı r. (Ü T )  (Başka b i r  dey iş le   
y= f (x)  fonks iyonunun  üst  k ısmında 
o luşan n tane d ikdör tgenin a lan lar ı  
top lamına üst  top lam deni r. )  

RİEMANN TOPLAMININ ADIMLARIRİEMANN TOPLAMININ ADIMLARI
f : [a,b]→R sürekli  bir fonksiyon olsun.

1.adım :  Tabanlar ın  oluşturulması   
Oluşturu lacak d ikdör tgenler in  taban 
uzunluk lar ın ı  bu lmak iç in  [a ,b]  
ara l ığ ından a=x0<x1<x2 ...<xn=b o lmak 
üzere n+1 nokta a l ın ı r.  Bu n+1 noktanın 
o luşturduğu kümeye,
P={a=x0<x1<x2 ...<xn=b }kümesine  [a ,b]  
kapal ı  ara l ığ ın ın bö lüntüsü  (parça lanış ı )  
deni r.   

2 .adım:  Taban uzunluk lar ın ın bu lunuşu  
Bi r  [a ,b ]  kapal ı  ara l ığ ın ın  herhangi  b i r  P 
parça lanış ında [x 0 , x 1 ]  ya b i r inc i  a l t  ara l ık  
[x 1 ,x 2 ]  ye ik inc i  a l t  ara l ık  [x k − 1 ,x k ]  ya k .  a l t  
ara l ık  deni r  .  Bu ara l ık lar ın  uzunluk lar ı
Δ xk  =x k  −  x k − 1  olur  ve bu ara l ık lardan en 
büyüğüne P parça lanış ının normu deni r  
ve  ‖P‖ i le  göster i l i r.  
Eğer  ara l ık  boy lar ın ın  hepsi  eş i t  ise 
parça lanışa düzgün parça lanış   deni r.
Düzgün parça lanış ta  her  b i r  taban eş i t  
uzunlukta o lup bu  sayı  Δ x   i le  göster i l i re

Δx=b−a
n

 o lacağı  açık t ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
[0 ,6 ]  ara l ığ ı  iç in  P={0,2,5,6}  bö lüntüsü i le  bu  
ara l ık  [0 ,2 ]  ,  [2 ,5 ]  ,  [5 ,6 ]  şek l inde a l t  
ara l ık lara  ayr ı l ı r.  Burada Δx1=2,  Δx2=3, Δx3=1 
ve P bölüntüsünün normu 3 tür. ( ‖P‖=3)

[0 ,6 ]  iç in ,  ara l ığ ı  3  eş i t  a l t  ara l ığa bölünerek  
düzgün bölüntüsünü o luşturmak is tersek 
P’={0,2,4,6}  o lacakt ı r.  
Benzer  şek i lde uzunluğu eş i t  n  ara l ığa  
bölmek is tersek,  bö lüntünün normu

Δx=6−0
n

=6
n

 o lacakt ı r.
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3.adım: Alanın  hesaplanması
Şimdi  her  ara l ık tan b i r  ree l  sayı  a la l ım ve
k.  ara l ık tan  a ld ığımız bu sayıy ı  xk i le  
göstere l im.  İş te  her  a l t  ara l ık tan a l ınan  
bu xk  sayı lar ı  iç in  f (xk)Δ xk   sayı lar ın ın  

top lamına ,  yani  ∑
k=1

n

f (xk )Δxk   top lamına,  

Riemann top lamı   (R T )  deni r.  

R iemann top lamının  Δxk   sayı lar ı  ve  P 
parça lanış ına  bağl ı  o lduğu açık t ı r.  
Şek i l ler i  ince ley in iz .

[ [a ,b ]  ara l ığ ın ın  P parça lanış ındaki  
ara l ık lar  küçüldükçe ,  eğr i  a l t ında ka lan  
d ikdör tgenler in  a lan lar ın ın top lamının  f  
fonks iyonun graf iğ i  i le  x  ekseni  
arasındaki  a lana yak laşt ığ ını  görürüz.  Bu
nedenle  parça lanış ın normu o lan ∥P∥ 
küçüldükçe  (  başka b i r  dey iş le  s ı f ı ra  
yak laşt ıkça  )  bu parça lanışa a i t  R iemann 
top lamının  yak laşt ığ ı   b i r  ree l  sayı  
değer in in  ,  l imi t in in ,  o lmasını  bek ler iz .
(Fonks iyon  s ını r l ı  o lmal ı )
( AT⩽RT⩽ÜT)  A l t  ara l ık lar  iç in ,  a l t  top lamda
f(x k )    en küçük,  üst  top lamda f (x k )    en 
büyük   değer)  

Not :  Parça lanış ın  or ta  nokta lar ına göre  
yüksekl ik ler  a l ın ıp  d ikdör tgenler in  
a lan lar ı  top lamı  bu lunursa Riemann Orta 
top lamı  hesaplanmış o lur.

Örnek...2 :Örnek...2 :
f : [1, 4] → R tanımlı f(x) =  x fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 3 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına ait alt toplam kaç birimkaredir?

Örnek...3 :Örnek...3 :
f : [0, 2] → R tanımlı f(x) =  x+2 fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 4 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına üst toplam kaç birimkaredir?
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Örnek...4 :Örnek...4 :
f : [0, 3] → R tanımlı f(x) =  x2 fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 3 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına ait alt toplamın  orta toplama oranı 
kaçtır?

Hat ı r la tmalar :  Toplam Sembolü

*∑
k=1

n

k=n (n+1 )
2

 *∑
k=1

n

k2=n (n+1) (2n+1 )
6

 *∑
k=1

n

k=[n (n+1 )
2 ]2

Örnek...5 :Örnek...5 :   
 f :ℝ→ℝ , f (x )=x+2 fonks iyonu i le  x=0 doğrusu  
x=4 doğrusu ve x  ekseniy le  s ın ı r l ı  bö lgenin 
a lanını  Riemann top lamıy la   (bu lunuz)
Çözüm
 [0,4]  ara l ığ ın ın  eş i t  bö lünmesiy le  her  b i r  

ara l ık   4−0
n

=4
n

olarak  e lde edi l i r.  Yüksekl ik  

o larak,  a l t  ara l ık lar ın  

Alt  toplam

        

4
n

.(f(0
n)+ f( 4

n)+f (8
n )+ ...+f( 4n−4

n ))
4
n

.((0
n

+2)+(4
n

+2)+(8
n
+2)+...+(4n−4

n
+2))

4
n

.(2n+ 2n−2
n

. n)=4
n

. (2n+2n−2 )= 4
n

.(4n−2)=16n−8
n

lim
n→∞

(16n−8
n )=16 

Üst  toplam

               

4
n

.(f (4
n)+f(8

n)+ ...+ f (4n−4
n )+f (4n

n ))
 
4
n

.((4
n

+2)+(8
n

+2)+...+(4n
n

+2))
4
n

.(2n+ 2n+4
n

.n)=4
n

.(2n+2n+8)=4
n

. (4n+8)=16n+32
n

lim
n→∞

(16n+32
n )=16

Ve bu sonuçla birlikte  AT⩽RT⩽ÜT olduğu için  Riemann 
yöntemiyle alan 16 bulunur.
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GÖSTERİMLERGÖSTERİMLER

f : [a, b]→R b i r  fonks iyon o lsun.  P [a ,b]  
ara l ığ ın ın  herhangi  b i r  parça lanış ı  ve xk

'
 

bu parça lanışa  a i t  [x k − 1 ,x k ]  ara l ığ ından 
seç i len  herhangi  b i r  ree l  sayı  o lsun.   

Eğer  ∥P∥→0   iç in  ∑
k=1

n

f ( xk
' )Δxk=L o lacak 

şek i lde  b i r  L ∈R sayıs ı  varsa  P 
parça lanış ı  ve xk

' sayı lar ın ın  seç iminden 
bağımsız  o larak f  fonks iyonu [a ,b]  
arasında in tegra l lenebi l i r  ve L ∈R ye [a ,b]
de f  n in  be l i r l i  in tegra l i  deni r.  
(bu ara l ık ta  y=f (x)  fonks iyonu eğer  
negat i f  o lmuyorsa bu l imi t  değer i  eğr i  i le  
x  ekseni  arasında ka lan a lanı  ver i r )

∥P∥→0  yer ine  n→∞ aynı  şey  o larak 
düşünülebi l i r. Δx=dx , (Δx→0)

Özet le   lim
Δ xk→ 0(∑k=1

n

f (xk
' )Δ xk)=L∈ℝoluyorsa bu 

l imi t  değer ine  y=f (x)  fonks iyonunun a ’dan

b ye bel i r l i  in tegra l i  der  ve bunu  ∫
a

b

f (x )dx

olarak  yazar ız .  
Burada a ve b sayı lar ına in tegra l in  a l t  ve 
üst  l imi t ler i  deni r

Kısaca  lim
Δ xk→0 (∑k=1

n

f (xk
' )Δx k)=L=∫

a

b

f (x )dx   

bu i fade  düzgün parça lanış ta (n→∞ için )

(Δx ).∑
k=1

n

f (a+k . Δx )=( Δx ) .∑
k=1

n

f (a+ (k−1 ).Δ x)=L=∫
a

b

f (x) dx

biç imler inde  de i fade edi leb i l i r.  (Sağ ve 
so l  uç nokta  yak laşım yöntemler i   )

Önceki örnek için  16⩽RT=∫
0

4

(x+2)dx⩽16

∫
0

4

(x+2)dx=16 elde edilir 

(Not İntegral hesabın temel teoremi ile belirli integralleri 
Riemann  toplamlarının limiti yerine başka ve daha kısa 
bir yöntemle hesaplayacağız)

Örnek...6 :Örnek...6 :

∫
0

4

xdx  be l i r l i  in tegra l in i  bu lunuz.

Çözüm
f(x)=x fonks iyonu [0 ,4]  ara l ığ ında sürek l i  ve 
s ını r l ı  o lduğundan bel i r l i  in tegra l i  vardı r.  
[0 ,4 ]  ara l ığ ın ının  düzgün bölüntüsünün boyu
4
n

 ve a l t  ara l ık lar   

[0 , 4
n

] , [ 4
n

,2 . 4
n

] , . . . , [ (n−1) 4
n

, 4
n

.n]  o lur.  

Riemann üst  top lam iç in  f (x k )  değer ler i  f (
4
n

) ,

f ( 8
n

) , . . . , f (4)  o lacağından Riemann üst  top lamı

4
n

. f (
4
n

)+
4
n

. f (
8
n

)+ . . .+
4
n

. f (
4
n

.n)  o lacakt ı r.  Bu ise

4
n

( 4
n

+ 8
n

+...+ 4n
n

)=
4
n

.( 4+8+ ...+4n
n )=

4
n

.( 4 (1+2+ ...+n)
n )

4
n

.(2 (n2+2n )
n )=8n2+16n

n2  ve n sınırsız olarak artarken (n 

sonsuza giderken limit alırsak) belirli integral 8 olarak elde
edilir.
Aynı ifade bu aralıkta  verilen (x) fonksiyon negatif 
olmadığından alana dönüştürülerek de yapabiliriz

Örnek...7 :Örnek...7 :
1
n

.∑
k =1

n

(k
n)

2

 n değeri sonsuza giderken topladığımızda 

hangi belirli integrali elde ederiz? 
Çözüm 
b=1 ve a=0 alınırsa ifade

(b−a
n ).∑

k=1

n

( f (a+k .Δx ) )=∫
a

b

f (x )dx  olarak düşünüldüğünde

∫
0

1

x2dx  elde edilir.

Örnek...8 :Örnek...8 :
3
n

.∑
k=1

n

(2+3k
n ) i fades i  n  değer i  sonsuza 

g iderken top ladığımızda hangi  be l i r l i  in tegra l i
e lde  eder iz? 
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Örnek...9 :Örnek...9 :
f :ℝ→ℝ , f (x )=x
fonks iyonunun graf iğ i
ver i l iyor.  Buna göre x  >  0
iç in  şek i ldek i  tara l ı
bö lgenin a lanını  veren
fonks iyonu bula l ım ve  bu
fonks iyonun türev in i
şek i ldek i  doğruyu temsi l
eden y  =  f (x)=x fonks iyonu i le  karş ı laşt ı ra l ım.

EĞRİ ALTINDA KALAN ALANEĞRİ ALTINDA KALAN ALAN

y=f(x)>0 sürekli fonksiyonunun grafiği 
aşağıdaki gibi olsun. Bu fonksiyonun altında
kalan alan x e bağlı A(x) fonksiyonuyla ifade
edilsin.

Şekl i  ince ley in iz

Burada x  den x+h a kadar  o lan  a lan 
A(x+h)−A(x)  o lacakt ı r.  D ikkat l i  inc len i rse  mor
bölgenin a lanı  iç in  aşağıdak i  eş i t l i l k  
yazı lab i l i r.

h •f (x )⩽A (x+h )−A (x )⩽[f (x+h)] •h

f (x )⩽A ( x+h )−A ( x )
h

⩽f (x+h) h→0  iç inse

A ' (x )=f (x ) eş i t l iğ i  e lde edi l i r.  Bu i fadenin  
in tegra l i  ise b i r  eğr i  ve  a l t ındaki  a lanın 
i l işk is in i  göstermektedi r.

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERİ: İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERİ: 

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ IİNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ I

 f : [a,b]→R sürek l i  b i r  fonks iyon ve

F(x )=∫
a

x

f (t )dt  ise

F' (x )=d (F(x ))
dx

= d
dx (∫a

x

f (t )dt)=f (x )  yani  sürek l i  

her  fonks iyon başka b i r  fonks iyonun 
türev id i r.  Başka b i r  dey iş le  türev ve 
in tegra l  iş lemler i  b i rb i r ler in in  ters i  
iş lemlerd i r. (F (x )+c )ı=f (x )  o lduğunun da 
fark ına var ın ız

Örnek...10 :Örnek...10 :
Yandaki  graf ik te  tara l ı
bö lgenin  a lanını  veren F(x)
fonks iyonu
F(x)  =  2x 4 +5x 3  +1 o larak
tanımlanmışt ı r.  
İn tegra l in  I .
temel  teoreminden yarar lanarak  f (x)  
fonks iyonunu bulmak is tersek F ’ (x)= f (x)  
o lacağından f (x)=8x 3 +15x 2  o lur.

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ IIİNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ II

f : [a,b]→R sürek l i  b i r  fonks iyon ve

d
dx

(F(x ))=f (x ) i se ∫
a

b

f (x )dx=F(b )−F(a )olur.  

Yani   ∫
a

b

f (x )dx  i fades in i  hesaplamak iç in  

Riemann top lamı  i le  sonuca g i tmek 
yer ine ,  f (x)  fonks iyonunun i lke l i  o lan  
F(x)  g ib i  b i r  fonks iyonda  in tegra l in  
s ın ı r lar ın ı  yazar   o luşan fark ı  (F '  de üst  
s ın ı r  değer inden a l t  s ın ı r  değer in i  
ç ıkararak)  cevap o larak  hesaplar ız  ver i r.

Örnek...11 :Örnek...11 :
Yandaki  graf ik te  tara l ı
bö lgenin  a lanını  veren F(x)
fonks iyonu
F(x)  =  x 3 +2x +1 o larak
tanımlanmışt ı r.  

 Buna göre ∫
4

6

f (x )dx=F(6)−F(4 )=156 br2, o larak 

e lde  edi l i r.

h t tps : / / t r.w ik iped ia .org /w ik i /Bernhar d_R iemann   
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https://tr.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

