INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

2.Hiz — zaman grafiginin altinda kalan alan
alinan yolu vermektedir, Sekilleri inceleyiniz.
Dogrusal bir yolda hareket eden kigilerin ilk 2
saatte aldiklari yolu, grafikleriile x—ekseni
arasinda kalan alan yardimiyla bulalim.
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Birinci kisi 4.2=8 km yol almistir. Ikinci
kisinin aldi1di yolu bulmak i¢in egrinin altinda
kalan alani kiglik dikddrtgenler yardimiyla
yaklasik olarak hesaplayalim. inceleyiniz .

Simdi bu alan hesabini genelleyelim.
RIEMANN TOPLAMI OLARAK BELIRLI
INTEGRALI

y = f(x) slrekli bir fonksiyon olmak
tzere, f(x) fonksiyonunun grafigi ile x
ekseni arasinda kalan ve x = a ile

x = b dogrularinin sinirladigi bélgenin
alani

a) y=f(x) grafigi dogrusal bir grafik
oldugu zaman Gg¢gen, yamuk gibi
cokgensel alanlarin yardimiyla

b) y=f(x) grafigi dogrusal bir grafik
olmadigi zaman ise Riemann toplami ile
bulunur. (Riemann-toplami alani bulmak
icin genel bir yéntem olup her turli
grafige sahip fonksiyonlarda
kullanilabilir ) Riemann toplami
yonteminde, tanim kumesi alt araliklara
bdélindr ve her araliktan alinan bir
sayinin gorintisd ile elemanin alindigdi
araligin boyu cgarpilir. Son adimda elde
edilen sonuclarin toplami hesaplanir

Riemann toplaminin alt toplam ve ist toplam
olmak lUzere 2 g¢esidini hesaplayacagiz.

ALT TOPLAM

Alan bulunacak alt aralik
olan [a,b] icin X
pargalanisinin sinir
noktalarinda, yuksekligi
egrinin altinda bulunacak
sekilde belirlenen
dikdortgenlerin alanlari toplami Riemann
alt toplami olarak tanimlanmistir.(Ar)
(Baska bir deyisle y=f(x) fonksiyonunun
alt kisminda olusan n tane dikddértgenin
alanlari toplamina Riemann alt toplam
denir.)
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UST TOPLAM

Pargalanisinin sinir
noktalarinda, yuksekligi v
egrinin Ustinde
bulunacak sekilde
belirlenen
dikdortgenlerin alanlari [a b
toplami Riemann Gst toplami olarak
tanimlanmistir.(Ur) (Baska bir deyisle
y=f(x) fonksiyonunun ust kisminda
olusan. n tane dikddrtgenin alanlari
toplamina uUst toplam denir.)

y=f(x)
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RIEMANN TOPLAMININ ADIMLARI
f:[a,b]>R siirekli bir fonksiyon olsun.

1.adim : Tabanlarin olusturulmasi
Olusturulacak dikddrtgenlerin taban
uzunluklarint bulmak igin [a,b]
araligindan a=x,<x,<X,...<x,=b olmak
tzere n+1 nokta alinir. Bu n+1 noktanin
olusturdugu kiimeye,
P=|a=xX,<X;<X,...<X,=blkiimesine [a,b]
kapali araliginin bélintist (parcalanisi)
denir.

2.adim: Taban uzunluklarinin bulunusu
Bir [a,b] kapali araliginin herhangi bir P
parcalaniginda [xo x1] ya birinci alt aralik
[x1.x2] ye ikinci alt aralik [x«-1,xk] ya k. alt
aralik denir-. Bu araliklarin uzunluklari
AX, =Xk- Xk-1 olur ve bu araliklardan en
bayigine P pargalanisinin normu denir
ve |[|P| ile gésterilir.

Eger aralik boylarinin hepsi esit ise
parcalanisa dizglin parcalanis denir.
Duzgun parcalanista her bir taban esit
uzunlukta olup bu sayir Ax ile gdsterilire

AX:B

olacag! aciktir.

[0,6] araligr i¢cin P={0,2,5,6} bolintlisl ile bu
aralik [0,2], [2,5], [5,6] seklinde alt
araliklara ayrilir. Burada Ax,=2, Ax,=3,AX;=1
ve P béliintiistiniin normu 3-tir.([|P]|=3)

[0,6] icin, araligl 3 esit alt araliga boélinerek
dizgun boélintistint olusturmak istersek
P’={0,2,4,6} olacaktir.
Benzer sekilde-uzunlugu esit n araliga
bélmek istersek, bolintinin normu

_6-0_6

Ax= == olacaktir.
n n
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3.adim: Alanin hesaplanmasi

Simdi her araliktan bir reel sayi alalim ve
k. araliktan aldigimiz bu sayiyi x, ile
gésterelim. iste her alt araliktan alinan

f:R>R, f(x)=x+2 fonksiyonu ile x=0 do§rusu
x=4 dogrusu ve x ekseniyle sinirli bélgenin
alanini Riemann toplamiyla tahmin ediniz

bu x, sayilari igin f(x,JAx, sayilarinin (bulunuz)

toplamina , yani > f(x,JAx, toplamina, [0,4] a;aluoglrxn esit bdlinmesiyle her bir
k=1 _ o i . .

Riemann toplami  (R+) denir. aralik - nolarak elde edilir. Yukseklik

olarak, alt araliklarin

Ay
y=f(x) T Alt toplam
3 Alan=f(x) Ax _
f(f) ‘ 44‘, y=x+2
X >
a x, b ] y

Riemann toplaminin Ax, sayilari ve P

parcalanisina bagl oldugu aciktir.
Sekilleri inceleyiniz. X

y y 0] 4812 4n
y=f(x) y=f(x) M nomnn o
SRRl e *5)
€l n n n n n
a b @ b : i.((9+2)+(£+2)+(§+2) +(4n—4 2))
[[a,b] araliginin P parcalanisindaki : n \\n n n
araliklar kuguldikce , egri altinda kalan o
dikddrtgenlerin alanlarinin toplaminin f e 4 2n+2n_2.n):i.[2n+2n—2):i.(4n—2):16n_8
fonksiyonun grafigi.ile x ekseni £ n n n
arasindaki alana yaklastigini goéririz. Bu | tim 16n—-8 —16
nedenle parcalanisin normu olan ||P|| 3| ns n
kiuguldikge ( baska bir deyisle sifira =
yaklastik¢ca ) bu pargalanisa ait Riemann 3| Ust toplam
toplaminin yaklastigi bir reel sayi 7,y=x+2
degerinin , limitinin, olmasini bekleriz. 77
(Fonksiyon sinirli olmali) \)
(Ar<R;<U;) Alt araliklar igin, alt toplamda y
f(xx) en klguk, Ust toplamda f(xx) en
bliylik deger)
. X
O Ll
Not: Pargalanigsin orta noktalarina gére n | %%% %
yukseklikler alinip dikdértgenlerin
alanlari toplami bulunursa Riemann Orta 4 f 4 8 4n—-4 4n
—.|f{=|+f| = |+...+f +f|—
toplami hesaplanmis olur. n n n n n
A
n n n
Hatirlatmalar: Toplam Semboli ,
o Cnnet) & (02174 02 ansanspl=? lanes)= 100132
* Y= ) n n n n
k=1 2 :
ex N kzzn(n+‘||(2n+1) ||m(16nn+32):16
6 n>o
. ) Ve bu sonugla birlikte
***Zk:{n(nﬂ)}
k=1 2 A;<R;<U; oldugu igin Riemann yéntemiyle alan 16
tahmin edilir.
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GOSTERIMLER
f:R>R, f(x)=x fonksiyonu ile x=2 dogrusu
x=4 dogrusu ve x ekseniyle sinirli bélgenin

f:[a,bj->R bir fonksiyon olsun. P [a,b] alanini Riemann toplamiyla bulunuz
araliginin herhangi bir pargalanigi ve x,

bu parcgalanisa ait [xk-1,x«] araligindan
secilen herhangi bir reel sayi olsun.

Eger [P»0 igcin X f(x)Ax,=L olacak
k=1

sekilde bir LeR sayisi varsa P
parcalanisi ve x,sayilarinin segiminden
bagimsiz olarak f fonksiyonu [a,b]
arasinda integrallenebilir ve LR ye [a,b]
de f nin belirli integrali denir.

(bu aralikta y=f(x) fonksiyonu eger
negatif olmuyorsa bu limit degeri egri ile
x ekseni arasinda kalan alani verir)

Pll+0 yerine nsx ayni sey olarak
dustnalebilir. Ax=dx, (Ax=0)

Ozetle lim (Zf(x'k)Axk =LeRoluyorsa bu

Ax~=0 k=1
limit degerine y=f(x) fonksiyonunun a’dan
b

b ye belirli integrali der ve bunu ff(x)dx

olarak yazariz.
Burada a ve b sayilarina integralin alt ve
Ust limitleri denir

f:R->R, f(x)=x2fonksiyonu ile x=0 dogrusu
x=2 dogrusu ve x ekseniyle sinirli bdlgenin
alanini Riemann toplamiyla bulunuz

www.matbaz.com

Kisaca lim (Zf( )Axk):L:fbf(x)dx

Ax 20 \k=1
bu ifade dizgln parg:alamgta(n-)w |g|n )

(ax) Zfa+k Ax)=(Ax). Zf(a+k 1).Ax)=L= ff

\/

bicimlerinde de |fade edilebilir. (Sag ve
snol uc¢ nokta yaklagsim yontemleri )

kz f(x,') A%,
Vo

} f(x) dx

IS

Onceki 6rnek igin 16<R;= f(x+2)d <16

4
[ (x+2)dx=16 elde edilir

0

(Not integral hesabin temel teoremi ile belirli integralleri
Riemann toplamlarinin limiti yerine baska ve daha kisa
bir yontemle hesaplayacagiz)

=]
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4

fxdx belirli integralini bulunuz.
0

Co6zUm

f(x)=x fonksiyonu [0,4] araliginda sirekli ve
sinirli oldugundan belirli integrali vardir.
[0,4] araligininin dizgin bélintisunin boyu

4 ve alt araliklar
n

[O,%],[%,2.%],...,[(n—1)%,%.n] olur.

Riemann Ust toplam igin f(xx) degerleri f(%),f(

%),...,f(4) olacagindan Riemann Ust toplami

4.4 .4 8 4
SRR

n
i(£+§+m+4_n)=i.(4+8+...+4n)=i '(4(1+2+...+n))
n'n n n’n n n n

4 [2[n*+2n]|_8n*+16n

n’ n T on?

sonsuza giderken limit alirsak) belirli integral 8 olarak elde
edilir.

Ayni ifade bu aralikta verilen (x) fonksiyon negatif
olmadigindan alana dénusturilerek de yapabiliriz

f(%.n) olacaktir. Bu ise

ve n sinirsiz olarak artarken (n (\

n 2
D (%) n degeri sonsuza giderken topladigimizda
k=1
angi belirli integrali elde ederiz?
6zim
ve a=0 alinirsa ifade
. \J

;a )Z (fla+k.Ax])= [ f(x]dx olarak disiniildiginde

k=1 a

www.matbaz.com

O T o5|=
=N

—T
‘D‘

x2dx elde edilir.

[SY NN

§.2(2+3—nk) ifadesi n degeri sonsuza

n
giderken topladigimizda hangi belirli integrali
elde ederiz?

n6

. [ 15%425%3%+...+n°®
lim|l———————
n=>o

integrali temsil eder?

sin(1)+sin(
. n n
lim

2

ol

n

) ifadesi hangi belirli

) ifadesi

n=wo

n

hangi belirli integrali temsil eder?

integralleri alana déniistiirerek hesaplayiniz

a)jxdx b)
0

6 2
f?dx c)f|x|dx

-3

-2
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f:R->R, flx)=x
fonksiyonunun grafigi
veriliyor. Buna gére x > 0
icin sekildeki tarali
bdlgenin alanini veren
fonksiyonu bulalim ve bu
fonksiyonun turevini
sekildeki dogruyu temsil

eden y = f(x)=x fonksiyonu ile kargilastiralim.

Sonug:

INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERI:
INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMI |

f:la,b]»R siirekli bir fonksiyon ve
F(x)=] flt)dt ise
d

(F(x))
dx
her fonksiyon baska bir fonksiyonun
tirevidir. Baska bir deyisle turev ve
integralislemleri birbirlerinin tersi
islemlerdir. (F(x)+c)'=f(x) oldugunun da
farkina variniz

Flx)=

:dd_x(j f(t)dt):f(x) yani sirekli

www.matbaz.com

Yandaki grafikte tarali
bdélgenin alanini veren F(x)
fonksiyonu

F(x) = 2x*+5x3 +1 olarak
tanimlanmistir.

integralin I.

temel teoreminden yararlanarak f(x)
fonksiyonunu bulmak istersek F’(x)=f(x)
olacagindan f(x)=8x%+15x? olur,

INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMI II

f:la,b]»R sirekli bir fonksiyon ve
b

%(F(x)):f(x)ise {f(x)dx:F(b)—F(a)olur.

b
Yani ff(x)dxifadesini hesaplamak igin
Riemann toplami ile sonuca gitmek
yerine f(x) fonksiyonunun ilkeli olan
F(x) gibi bir fonksiyonda integralin
sinirlarini yazar olusan farki (F' de ust
sinir degerinden alt sinir degerini
cikararak) cevap olarak hesaplariz verir.

Yandaki grafikte Yandaki
grafikte tarali bolgenin
alanini veren F(x)
fonksiyonu
F(x) = x®+2x +1 olarak
tanimlanmistir.

6

Buna gére ff(x)dx:F(G)—F(4):156brz’olarak
4

elde edilir.
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DEGERLENDIRME

1) f:R>R, f(x)=x?fonksiyonu ile x=0 dogrusu
x=2 dogrusu ve x ekseniyle sinirli bélgenin
alanini Riemann toplamiyla bulunuz

2) Integrallerl alana donusturerek hesaplayiniz
4
a)f xdx b)_fdx C)f +3|dx d) [ (8—x)dx

-3 -2

Z\n n n

giderken topladigimizda hangi belirli integrali elde
ederiz?

3) Q.Zn:(§+2+ﬁ...+
n

6n S
—| ,ndegeri sonsuza
n

1+—+—+ +l

1
4) \/_E.k:1 V2 V3 Vn

n degeri sonsuza

giderken topladigimizda hangi belirli integrali elde

ederiz?

y=f(x)=x2 fonksiyonu ile x=0 dogrusu x=1
dogrusu ve x ekseniyle sinirli bélgenin
alaninin yaklasik degerini, n=10 parcaya
ayirarak alt toplamla bulalim.

Yaklasllan deger
1
0+1+4+...81)=0,285
Z o | “tap- 0+ 1+4+-81)=
gergek deger ise Riemann toplami ile

J dex=1(ﬂim+f(1)+f(§)+...f(1_%))
+(n—1)2)

n
?+2+3+.. -1

%(M):l:o,swzo,:&
6 3
at

a yaklasik %15 civarindadir.
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