
İNTEGRALİNTEGRAL

İNTEGRAL HESABI-ALAN HESABIİNTEGRAL HESABI-ALAN HESABI

İNTEGRAL İLE ALAN HESABIİNTEGRAL İLE ALAN HESABI

Şeki lde  y=f (x)  eğr is iy le  x  ekseni  a l t ında  
kalan  a lanı  bu lmak iç in  eğr in in  a l t ında  
kalan  bölgeyi  d ikdör tgenlere  ayır ı r  ve bu 
a lan lar ı  top layarak  b i r  Riemann top lamı  
e lde  eder iz.  
E lde edi len  Riemann top lamına in tegra l  
hesabın  temel  teoremin i  uygulayarak  
aşağıdak i  sonuçlar ı  ç ıkar ır ı r ız

ALAN HESABIALAN HESABI

f : [a,b]→ℝsürek l i  f  fonks iyonu i le  x=a,  x=b 
ve Ox ekseni  arasında kalan bölgenin  

a lan ı∫
a

b

||f (x )||dx  i le  hesaplanı r.

Tara l ı  a lan  ∫
a

b

f (x )dx     

UYARI 1UYARI 1

Not  f (x)<0 ise

Tara l ı  a lan −∫
a

b

∣f (x )∣dx

UYARI 2UYARI 2

[a ,b ]  ara l ığ ında f (x)  işaret  değiş t i r i yorsa,  
fonks iyon parça lara  ayr ı l ı r

Tara l ı  top lam a lan =  A 1 +A 2

=∫
a

b

|f (x )|dx=−∫
a

c

f (x )dx+∫
c

b

f (x )dx

   UYARI 3   UYARI 3

Şek i ldek i
tara l ı
bö lge ler in
a lan lar ı
ver i lm iş t i r

Soru 1  ∫
a

b

f (x )dx =?

İstenen a lan lar ın  işaret l i  (cebi re l )  top lamı
o lup  cevap -9+3=-6 o lur

Soru 2   [a ,b ]  ara l ığ ında Ox ekseni  ve 
y=f (x)  eğr is iy le  s ın ır l ı  a lan kaç br 2  d i r?

İs tenen top lam a lan lar  o lup in tegra l le  

i fades i  ∫
a

b

∣f (x )∣dxve eş i t i  9+3=12 o lur

Alan soru lar ın ı  çözmek iç in  uygun şek l i  
ç izer iz,  gerek i rse in tegra l ler i  parça lar  ve 
uygun ara l ık larda  in tegra l ler i  hesaplar ız  

Örnek...1 :Örnek...1 :
y=x+3 doğrusu x=-1,  x=2 doğru lar ı  ve x  
ekseni  arasında ka lan a lan kaç br 2  d i r?

21
2
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Örnek...2 :Örnek...2 :
y = x 2  parabolü,  y  =0 ve  x  =2 doğru lar ın ın  
s ın ır ladığı  kapal ı  bö lgenin  a lanı  kaç br 2  ?

8
3

Örnek...3 :Örnek...3 :
y=3−

x2

3
 eğr is i  i le  ox ekseni  arasında kalan  

kapal ı  bö lgenin  a lanı  kaç br 2  d i r?
12

Örnek...4 :Örnek...4 :
Şek i ldek i  y= f (x)
parabolü ve x  ekseni
arasında kalan tara l ı
a lan kaç b i r im karedi r?

4
3

Örnek...5 :Örnek...5 :
 Şek i ldek i  tepe noktas ı  A
olan y=f (x)  parabolü i le
x  ekseni  aras ında ka lan
alan kaç b i r im karedi r?

32
3

Örnek...6 :Örnek...6 :
Graf iğ i  ver i len
y=f (x)  fonks iyonu

iç in  ∫
0

2

x.f (x2+3)dx=?

3

Örnek...7 :Örnek...7 :
y =  9x -  x 2  eğr is i  x  =  -  1  ve x=1 doğru lar ı  ve 
ox ekseni  arasında kalan bölgenin  a lanı  kaç 
br 2  d i r.

9

Örnek...8 :Örnek...8 :
y=x² ,  y= 8

x
 ve x=5 doğrusu ve x  ekseni  

aras ında ka lan a lanı  hesaplayın ız

8
3

+
8ln 5

2
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DEĞERLENDİRME 1DEĞERLENDİRME 1

1) y=x+1 doğrusu x=0, x=3 doğruları ve x ekseni 
arasında kalan alan kaç br2 dir?

15
2

2) Şekildeki y=f(x) parabolü ve x ekseni
arasında kalan alan kaç
birim karedir?

16
3

3) Şekildeki tepe noktası 
T(r,6) olan y=f(x)
parabolü ile  x=2 ve x=4
ve x ekseni arasında
kalan alan kaç birim
karedir?

12
2

27

4) y = 4 - x2 eğrisi x = 1 ve x=3 doğruları ve Ox 
ekseni arasında kalan bölgenin alanı kaç br2 
dir

4

5) Grafiği
verilen y=f(x)
fonksiyonu için

∫
0

2

x.f ' (x )dx

-4

6) y=x²-2x parabolü  x=1 ve x=5 doğruları ve x 
ekseni arasında kalan alanı hesaplayınız.

56
3

7) y= 5
x

 , x=e ve x=e19 doğruları ve x ekseni 

arasında kalan alanı hesaplayınız

90
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İKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALANİKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALAN

İk i  eğr i  aras ı  a lan bulunurken graf ik ler  
aras ındak i  a lan yine d ikdör tgenlere  
bölünerek  a lan Riemann top lamına 
dönüştürü lür.  

Genel  o larak  eğr i ler  aras ındak i  a lan ı  
bu lmak iç in  graf ik ler  ç iz i ld ik ten sonra  Oy
eksenine  para le l  KL şer id i  ç iz i l i r.  Bu 
şer id i  kendis ine para le l  o larak kayd ırarak
bölgeyi  taradığ ımızda üst  ve hep y  = f (x)  
eğr is i  üzer inde  a l t  ucu da hep g(x)  eğr is i  
üzer inde  değişmesi  gerek i r.  Şek l i  
ince leyin iz

Bu durumda a lanA= ∫
a

b

∣f (x )−g (x )∣dxolur.

Aks i  takd i rde  in tegra l i  parça lamak gerek i r

Tara l ı  a lan lar  top lamı

∫
a

b

∣f (x )−g (x )∣dx=∫
a

c

( f (x )−g (x ) )dx+∫
c

b

(g(x )−f (x ) )dx

Örnek...9 :Örnek...9 :
y =  x 2  eğr is i  i le  y  =  x  + 12 doğrusu  arasında 
kalan  kapal ı  bö lgenin a lan ı  kaç br 2  d i r?

343
6

Örnek...10 :Örnek...10 :
y =  x 2  -14 ve y  =  4-  x 2  parabol ler i  aras ında 
kalan  kapal ı  bö lgenin a lan ı  kaç br 2  d i r

72

Örnek...11 :Örnek...11 :
y=x 2  ve y=x 4  eğr i ler i  arasında ka lan a lan ı 
bu lunuz.

4
15
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Örnek...12 :Örnek...12 :
y=x 3   ve bu  eğr iye  x=1 de  ç iz i len  teğet i  
arasında kalan bölgenin  a lanını  

27
4

Örnek...13 :Örnek...13 :
 y=   √x  ve y=x-2  doğrusu ve x  ekseni  
arasında kalan a lan ı  bu lunuz.

18−2√2
3

Hatır latma
 Standar t  çember denk lemin i  kul lanarak  
aşağıdak i  bağınt ı lar ı  e lde eder iz

Örnek...14 :Örnek...14 :

∫
0

4

√16−x2 dx in tegra l in i  hesaplayın ız .

4 π

Örnek...15 :Örnek...15 :

∫
0

√2
2

(√1−x2−x )dx

π
8

Örnek...16 :Örnek...16 :
Şek i ldek i  merkezc i l  da i ren inn
çapı  12 b i r imdi r.  tara l ı  a lan ı
in tegra l le   i fade edin iz

∫
0

6

(√36−x2−6+x )dx

X=F(Y) VE Y EKSENİYLE SINIRLANDIRILMIŞ X=F(Y) VE Y EKSENİYLE SINIRLANDIRILMIŞ 
ALANLARALANLAR

Örnek...1 :Örnek...1 :
x=f (y)  fonks iyonlar ı  parabol  denk lemler in i  
yazınız

1)

x= y2

108
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2)

x=
y2

4

3)

x=−3 y2+27

4)

x=
−2
49

(y2+14 y )

5)

x=5 (y−2 )2

Y EKSENİNDE ALAN HESABIY EKSENİNDE ALAN HESABI

Tara l ı  a lan= ∫
a

b

f (y )dy

UYARI 1
Not   x= f (y)<0 ise

tara l ı  a lan= -∫
a

b

f (y ) dy

UYARI 2UYARI 2

[a ,b ]  ara l ığ ında f (y)  işaret  değiş t i r i yorsa,  
fonks iyon parça lara  ayr ı l ı r

Tara l ı  top lam a lan 

=∫
a

b

|f (y )|dy=∫
a

c

f (y )dy−∫
c

b

f (y )dy

İKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALAN İKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALAN 

tara l ı  a lan ∫
a

b

|g (y )−f (y )|dy

∫
a

c

( f (y )−g (y ))dy+∫
c

b

(g (y )−f (y ) )dy

UYARIUYARI

 y= f (x)  eğr is i  ver i l ip  y  ekseni  i le  s ın ı r l ı  
bö lgenin a lan ı   soru lduğunda s ık l ık la  
ver i len fonks iyonun ters iyle  iş lem 
yapar ız .
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Örnek...2 :Örnek...2 :

Ver i len parabol ler  ve y  ekseniyle  
s ın ır landı r ı lm ış tara l ı  a lan lar ı  bu lunuz

1)

8
3

2)

1
96

3)

16
3

Örnek...3 :Örnek...3 :
y=e x  eğr is i  y=1,y=e ve y  ekseni  aras ında 
ka lan a lan kaç b i r im karedi r?  

1

Örnek...4 :Örnek...4 :
y =  lnx eğr is i ,  y  =  1 ve y  = 3  doğru lar ı  ve Oy 
ekseni  arasında ka lan kapal ı  bö lgenin  a lanı  
kaç br 2  d i r?

e 3 -e

Örnek...5 :Örnek...5 :

Grafiği verilen y=f(x) fonksiyonuna göre 

∫
−3

−2

f (x )dx+∫
1

2

f−1 (x )dx  kaçtır?

-1

Örnek...6 :Örnek...6 :
Graf iğ i  ver i len y=2x  ve y=8/x
fonks iyonlar ı  ve y  ekseni
arasında kalan tara l ı  bö lgenin
a lanı  kaç b i r im karedi r?

 4+8ln2

Örnek...7 :Örnek...7 :
Şek i ldek i  merkezc i l  da i ren inn  çapı
14 b i r imse tara l ı  a lan ı
in tegra l le  i fade edin iz

∫
−7

0

(√49−x2−x−7)dx
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DEĞERLENDİRME  2DEĞERLENDİRME  2

1) y=x2 vey=2x+8 doğrusu arasında kalan alanı 
bulunuz.

36

2) y=x2 vey=4x-x2  arasında kalan alanı bulunuz.

8
3

3) y=x3 vey=x4   arasında kalan alanı bulunuz.

1
20

4) f(x)=x2 ve g(x)=(x-2)2 ile x ekseni arasında 
sınırlı bölgenin alanı kaç br2 dir.

2
3

5) ∫
−2

2

√4−x2dx=?

2π

6) y=ex fonksiyonu y=e ile y
ekseni arasında kalan taralı
bölgenin alanı kaç birim
karedir?

1

7) x = -y2 +6 parabolü ile x = y doğrusu 
tarafından sınırlanan kapalı bölgenin alanı kaç
br2 dir?

125
6

8) Şekilde doğru ile   merkezcil
daire arasındaki taralı
bölgenin alanını integralle
ifade ediniz

∫
−7

0

(√16−y2−2+
y
2)dy
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9) y=
27
x

 ve y=x2 eğrileri ve y=16 doğrusu 

arasında sınırlı  bölgenin alanı kaç birim 
karedir?

74
3

+54 ln(3
4)

10) y=-x²+x+6 ile y=x+2 doğrusu arasında kalan 
alanı bulunuz.

32
3

11) y=x3 fonksiyonu x=1 noktasındaki  normali ve 
x=0 doğrusu ile  sınırlandırılmış bölgenin alanı
kaç birim karedir?

11
12

12) √ x+√ y=1 bağıntısıyla birinci
bölgede sınırlı bölgenin alanı
kaç birim karedir?

1
6

13) Şekilde y=f(x)
fonksiyonunun türevinin
grafiği verilmiştir. f(0)=3
ise f(3) kaçtır?

1
2

14) f (x )=√x−2, g (x )=x2+2  fonkiyonları ve x=18 ile
y=18 doğruları ve eksenler arasında kalan 
bölgenin alanı kaç birim karedir?

716
3
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15) Şekilde y=f(x)
fonksiyonunun   grafiği
verilmiştir. Buna göre

∫
−2

7

∣f '(x )∣dx  kaçtır?

24

16) x=y2 parabolü ile x = 0 ve y = 2 doğruları 
arasında kalan bölgenin alanı kaç br2 dir?

8
3

17) y = ex eğrisi ile y = 6 doğrusu ve oy ekseni 
arasında kalan kapalı bölgenin alanı kaç br2 
dir?    

6ln6-5

18) x=y2−4  ile y=3 doğrusu ve y ekseni ile 
düzlemin 1. bölgelsinde sınırlandırılmış 
bölgenin alanı kaç birim karedir?

7
3

19)  

Şekilde merkezi orjin olan   dörtte
bir çember yayı veriliyor. Doğru ile
daire arasında kalan taralı bölgenin
alanını integralle ifade ediniz

∫
−2

0

(√4−y2−1−
y
2 )dy

20) Şekildeki merkezcil elips
ve doğru ile sınırlandırılmış
bölgeyi integralle ifade
ediniz.

3π−3
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