
MANTIK − 2 MANTIK − 2 

NİCELEYİCİLER - İSPAT YÖNTEMLERİ NİCELEYİCİLER - İSPAT YÖNTEMLERİ 

MATEMATİKSEL ARAÇLAR MATEMATİKSEL ARAÇLAR 

AÇIK ÖNERMELERAÇIK ÖNERMELER

İçer is inde  değişken o lan ve değişkenin 
değer ler ine  göre doğru ya  da yanl ış  
o lab i len  önermelere aç ık  önerme deni r.  

Aç ık  önermeler  değişkenine göre  
P(x) ,Q(a)  b iç imler iy le  göster i leb i l i r ler.

Denklemler  ve eş i ts iz l ik ler  açık  
önermelerd i r

Örnek...1 :Örnek...1 :
P(x) :  “x  b i r  tamsayı  ve x 2   ⩽ 10”   önermesi  
x=-1,3  iç in  doğru x=5 iç in  yanl ış t ı r.

Doğru luk  Kümesi  :  Açık  önermeyi  doğru 
yapan değer ler in  kümesine doğru luk  
kümesi  deni r.

Örnek...2 :Örnek...2 :
P(x) :  “x  b i r  tamsayı  ve x 2   ⩽ 10”  önermesin in
doğru luk  kümesi  D ise bu  kümeyi  bu lunuz.  

Örnek...3 :Örnek...3 :
P(x) :  x  b i r  tamsayı  , (x-2) (x-1)(2x+3)=0 
önermesin in  doğru luk  kümesin i  bu lunuz.

Örnek...4 :Örnek...4 :
P(x,y) :  x ,y b i rer  doğal  sayı  ,3x+2y=30 
önermesin in  doğru luk  kümesin i  bu lunuz.

Örnek...5 :Örnek...5 :
P(x,y) :  x ,y b i rer  doğal  sayı  ,  x+5y=20 
önermesi  iç in  P(10,k) ≡ 1 ise k  kaçt ı r?

Denklemler  ve eş i ts iz l ik ler  açık  
önermlerd i r

NİCELEYİCİLER NİCELEYİCİLER 

  Kes in o larak  doğru  veya  yanl ış  hüküm 
içeren i fadelere önerme deni r.  
Matemat ik te  “bazı ” ,  “her” ,  “b i r  tek ”  g ib i  
n ice leyic i ler le  de yap ı lan  önermeler  
vardır.

Örnek...6 :Örnek...6 :
p:”  Bazı  doğal  sayı lar  asaldı r. ”
q : ”  Her  ree l  sayın ın  kares i  0 'dan  büyük tür”

“Bazı”  n ice leyic is i  i le  yapı lan  önermeler in
doğru luğunu gösterebi lmek iç in  en az b i r  
doğru örnek göster i leb i lmesi  ;  “her”  
n ice leyic is i  i le  yapı lan önermeler in  doğru
olmadığını  gösterebi lmek iç in  b i r  tane 
yanl ış  örnek  göstermek yeter l id i r.

Örnek...7 :Örnek...7 :
p:  Bazı  Doğal  sayı lar  tek t i r.
q :  her  ree l  sayı  ç i f t t i r.
r :  her  sayı  15 ’e ka lansız  o larak bölünebi l i r.

önermeler in in  doğru luk  değer ler in i  bu lunuz

Matemat ik te  var l ıksa l  n ice leyic i  denen 
bazı  sözcüğü sembolü  i le  ∃  ;  evrensel  
n ice leyic i  deni len her  sözcüğü ise ∀  

sembolü i le  ;  b i r  tek n ice leyic is i  ise ∃!  

veya  ∃
∗

  sembolü  i le  be l i r t i l i r ler.

Bazı  n ice leyic is in in  o lumsuzu her  
n ice leyic is i  ;  her  n ice leyic is in in  o lumsuzu
ise bazı  n ice leyic is id i r.

Örnek...8 :Örnek...8 :
p:  “Bazı  sayı lar  asaldır ”  ,  önermesin in  
o lumsuzu 
p ı  :  “Her  sayı  asal  deği ld i r ”  ,  önermesid i r.

Ver i len b i r  önermeyi  q(x)  ve bu 
önermenin o lumsuzunu q ı (x)  i le  
göster iyorsak
q(x)  :  “ ∃  x  :  p(x) ”  önermesin o lumsuzu 
q ı (x)  : “ ∀ x :  p(x)  deği l ”   önermesi  o lur.
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Örnek...9 :Örnek...9 :
Önermeler in  deği l ler in i  bu lunuz
p: ”  Bazı  doğal  sayı lar  asald ır. ”
q : ”  Her  tamsayı  5 'e  ka lansız  bö lünür”

r :  ∃  x ∈ℝ   :   x 2 +x ⩽ 0

  t:( ∃  x ∈ℝ  :4x ⩽ 0) ∧ ( ∀  x ∈ℝ  :2x > 1)

Örnek...10 :Örnek...10 :
Önermenin deği l in i  bu lunuz
 

t : (  ∀ x ∈ℝ  :2x ⩽ 0)  ⇒ ( ∃  x ∈ℝ  :x > 1)

s: Bazı günler tatilse her doğal sayı asaldır.

  B i r  ter imin kapsamın ı,  n i te l ik ler in i  
be l i r leme amaçl ı  açık lamaya tan ım deni r.
B i r  ter imin  be l i r lenmesi  amacıyla  tan ıml ı
veya tan ımsız ter im ler  ku l lanı lmasına  
ter imi   tan ımlama der iz.  

 Aks iyom Doğru  o lduğu ispat lanmadan 
kabul  ed i len önermelere aks iyom deni r.  
Örneğin  “ ik i  nok tadan b i r  doğru  geçer”  
önermesi  b i r  geometr i  aks iyomdur.

 Teorem Doğru luğu göster i len önermelere
teorem deni r.

Teoremler  p  doğru iken p ⇒ q iç imindek i  
doğru  önermelerd i r.  

Buradak i  p ⇒ q önermesine de  p ye  
teoremin h ipotezi (varsayım) q ya  ise 
teoremin hükmü (yargı )  deni r.  

Örnek...11 :Örnek...11 :
 p : “a  ve  b ik i  tek  sayı  ise a.b de tekt i r ” .  
önermesi  b i r  teoremdir.  Bu teoremde
hipotez:
hüküm:

 Teoremin ispat lanması  :  Teoremin 
doğru luğunun göster i lmesi  iş lemine 
teoremin ispat lanması  deni r.

Doğrudan ispat  :  H ipotez doğru kabul  
ed i l i r,  hükmün de doğru  o lduğu göster i l i r.

Örnek...12 :Örnek...12 :
2x-3=7 ise x=5 t i r  teoremin i  doğrudan ispat  
metodu i le  ispat layın ız .

Örnek...13 :Örnek...13 :
p:  “a  ve  b ik i  tek  sayı  ise a+b ç i f t t i r ”  
önermesin i  doğrudan ispat  yöntemiyle  
ispat layın ız.
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Olmayana Erg i  (Karşı t  ters)  Yöntemi  :  
p ⇒ q  yer ine  buna denk  o lan q ' ⇒ p'   
önermesin in  doğru o lduğu göster i l i r.

Örnek...14 :Örnek...14 :
 x 2 ≠ 16   ise  x ≠ 4  önermesin i  o lmayana 
erg i  metodu  i le  ispat layın ız.

Çel işk i  Yöntemi  :   p ⇒ q  önermesin in  
doğru luğunu göstermek iç in   p ⇒ q  
önermesin in  deği l in in  yanl ış l ığ ın ı  
göstermeye dayanan ispat  türüdür.  
Hipotez kabul  ed i l ip  yapı lan iş lemler le  
hüküm k ısmın ın  deği l in in  yanl ış  o lduğu 
göster i l i rek   (hükümün deği l in in  yanl ış l ığ ı
do layıs ıy la  hükmün doğru o lduğu 
göster i lerek)  çe l işk i  e lde edi l i r.

Örnek...15 :Örnek...15 :
P: “x=5 ise  x 2 =25”  teoremin i  çe l işk i  bu lma 
yo luyla  ispat  ed in iz.

Örnek...16 :Örnek...16 :
p:  “a   tek  sayı  ise a 2  de tek t i r ”  önermesin i  
çe l işk i  bu lma yöntemiyle  ispat layın ız.

Deneme Yöntemi  :  Değişkenin fark l ı  
değer ler i  önermenin doğru luğunun 
bak ı lmasıdı r.  Eğer  ver i len  önermenin 
doğru o lmadığın ı  gösteren en az b i r  
örnek  varsa bu önermenin yan l ış  o lduğu 
ispat lanmış o lur.  (Burada n ice leyic i lere 
d ikkat  ed i lmesi   koşulu vard ır )

Örnek...17 :Örnek...17 :
En az b i r  x  doğal  sayı  değer i  iç in  x 3 -10x > 0 
o lduğunu göster in iz  (deneme yöntemiyle)

Örnek...18 :Örnek...18 :
p:  “her  ree l  sayın ın  kares i  1  den büyük tür”  
önermesi  doğru b i r  önermedi r?  (Aks ine örnek
vererek  ispat layın ız)
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TÜMEVARIMTÜMEVARIM

Matemat ik te  ispat lar  tümevar ım ve 
tümdengel im o lmak üzere ik i  fark l ı  ak ı l  
yürütme yöntemiyle  yap ı l ı r.  Tümdengel im 
i le  tümevar ım i lke ler i  b i rb i r in in  z ı t t ı  o lan 
yöntemlerd i r.  Tümdengel im i lkes inde   
genelden özele g id i l i r.  Tümevar ım 
yönteminde özelden genele   g id i l i r.   

Çevremizde gerçek leşen o laylar ı  
aç ık layabi lmek iç in  yapt ığ ım ız ö lçme,  
gözlem ve deneyler  sonucunda kes in 
o lmasada çevremizdek i  o laylar ı  tahmin  
etmeye ça l ış ır ız.   Matemat ikse l  
tümevar ım i lkes iyle  u laşı lan sonuç 
kes ind i r.

Matematiksel Tümevarım ilkesi :Matematiksel Tümevarım ilkesi :

Bu bölümde incelenecek  önermeler  
herhangi  b i r  n  doğal  sayıs ından büyük  
veya eş i t  tüm doğal  sayı lar  iç in  geçer l i  
önermeler i  içermektedi r.
Sonsuz sayıda  doğal  sayı  iç in  be l i r t i len  
önermeler in  doğru luğuna,  sadece s ın ır l ı  
sayıda  doğal  sayı  denenerek  karar  
ver i lemez  (doğru luğu ispat  ed i lemez)
Önermeler  genelde
 ∀n⩾n0,P(n) :  Q(n)  b iç im inde o lup  Q(n)  
k ısmında sayı lar ın  sağladığı  özel l ik  
be l i r t i l i r.

Örnek...19 :Örnek...19 :
 ∀n⩾0,p (n ) :(4n+1)2⩾n! açık  önermesin i  e le  
a la l ım.
P(0) :  (1)2=1⩾0!=1  doğru
P(1) :  (5 )2=25⩾1!=1   doğru  
P(2) :  (9)2=81⩾2!=2  doğru
benzer  şek i lde n=6 ya  kadar  i fadeler  doğru 
ama sonrasında ise  yanl ış t ı r.Dolayıs ıy la   
sadece bel l i  sayıda  doğal  sayı  iç in  doğru luk 
kont ro l  ed i lerek p(n)  önermesin in  doğru luğu 
söylenemez.

Tümevar ım i lkes iyle  b i r  önermenin 
doğru luğunu göstermek iç in  :
Ad ım 1  p(n)  önermesi  ver i len koşulu 
sağlad ığ ı  idd ia  ed i len  en küçük  doğal  
sayı  n  =  a iç in  doğru  o lmal ı
Ad ım 2  k>a o lmak üzere,  p(n)  önermesi  
n  =  k  iç in  (  p(k)   önermesi  )  doğru  
varsayı ld ığ ında n =  k  + 1 iç in  de  doğru  
o lduğu göster i leb i lmedi r.

Buradak i  adımlar  b i r  dominonun devr i len 
taş lar ı  g ib i  görü leb i l i r.  Şöylek i  bütün  domino 
taş lar ın ın  devr i lmesi ,  i lk  domino taş ının 
devr i lmesi  ve b i r  sonrak i  domino taş ını  ard ı  
ard ına  dev i rmesiyle  mümkün o lab i l i r.

  

Örnek...20 :Örnek...20 :
∀n>0,p (n) :1+2+3+ ...+n=

n.(n+1)

2
, (n∈ℕ) 

önermesin in  doğru luğunu  tümevar ım 
yöntemiyle  araşt ı r ın ız

Adım 1   p(1) :  1=
1. (1+1)

2
 doğru

Adım 2   ∀n>0,p (k ) :1+2+3+ ...+k=
k.(k+1)

2
doğru  

o lsun.

 B iz im göstermemiz gereken

∀n>0,p (k+1 ): 1+2+3+...+k+1=
(k+1) .(k+2 )

2
 

o lduğudur.

1+2+3+ ...+k+1=
(k+1) .(k +2 )

2
 İ fadesin i  e lde etmek

iç in  doğru  o lduğunu varsaydığ ımız

1+2+3+...+k=
k.(k +1 )

2
 eş i t l iğ in in in  her  ik i  yan ına

k+1 ek leyel im

1+2+3+ ...+k+ (k+1)=
k.(k+1 )

2
+ (k+1)

P (k+1)=
k. (k+1)

2
+ (k+1)=(k+1)(k

2
+1)= (k+1) (k+2)

2
 bu ise  aranan eş i t l ik t i r.
 Dolayıs ıyla  ver i len P(n)  her  n>0 iç in  
doğrudur.

n bir doğal sayı olmak üzere önermelerin doğruluğunu 
araştırınız

Örnek...1 :Örnek...1 :
∀n>0,p (n) :2+4+6+...+2n=n. (n+1)
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Örnek...2 :Örnek...2 :
∀n>0,p (n) :1  +  3 +  5 + . . .  +  (2n – 1)  =  n 2

olduğunu tümevar ım yöntemiyle  göster in iz

Örnek...3 :Örnek...3 :
∀n>0,p (n) :1.2+2.3+3.4+...+n. (n+1)=

n. (n+1 )(n+2 )

3

Örnek...4 :Örnek...4 :
∀n>0,p (n) :12+22+32+ ...+n2=

n. (n+1 )(2n+1 )

6

Örnek...5 :Örnek...5 :
∀n>0,p (n) :1+r+r2+r3+ ...+rn-1= 1−rn

1−r

Örnek...6 :Örnek...6 :
∀n0,P(n): 1 . 1! + 2 . 2! + 3 . 3! + ... + n . n! = (n + 1)! -1

o lduğunu tümevar ım yöntemiyle  göster in iz
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ALIŞTIRMALAR ALIŞTIRMALAR 

1) t:( ∃  x ∈ℕ  :xx  1) önermesinin değilini 
bulunuz

2) t:( ∀ x ∈ℤ  :4x ≠ 0) ⇒ ( ∃  x ∈ℕ :2-x  3)
önermesinin karşıt tersi nedir?

 n  b i r  doğal  sayı  o lmak üzere,  önermeler in  
doğru luğunu araşt ı r ın ız.  (3-6)

3)  ∀n>3,p (n) :n !>3n

4) ∀n0, p(n): 7n-1 sayısı 2 ile bölünebilir.

5) ∀n>0,p (n) :n3−n   sayısı 3 ile bölünebilir.

6) ∀n0 3 n ≥ n . 2 n olduğunu tümevarım 
yöntemiyle gösteriniz

7) p: “a ve b iki tek sayı ise a.b de tektir” 
önermesini doğrudan ispat yöntemiyle 
ispatlayınız.

8) P: “sonsuz sayıda asal sayı vardır” önermesini
çelişki bulma yoluyla ispat ediniz.
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